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Yorwort

Die folgenden Blétter haben den Zweck: den Schiilern der obern Klassen
des Gymnasiums eine Anleitung zu geben zur Auflosung der berithmten
Aufgabe des Apollonius von Perga iiber die Berithrungen, sowohl auf rein
geometrischem, als analytischem Wege. Es konnten natiirlich hier nur
einzelne Fille dieser Aufgabe bearbeitet werden, welche die jedesmalige
Figur angiebt. Die Bearbeitung derselben konnte den Schiilern Veran—
lassung und Leitfaden zu der Behandlung verwandter Fille werden. Eine
vollstindige Uebersicht des Problems hat Vieth in seinem Leitfaden mit-
getheilt. Die analytischen Aufldsungen insbesondere mogen den Schiilern
als Beispiel dienen, wie sie, nachdem sie sich mit den Formen der Tri-
gonometrie gehorig bekannt gemacht, diesclben nun bei der Auflsung
dhnlicher Aufgaben in Anwendung bringen, und sich im Gebrauche der-
selben Uebung verschaffen kénnen. Wird gewohnlich bei der trigono-
metrischen Behandlung geometrischer Aufgaben als unbekannte Grifse
diejenige ausgewihlt, welche nach dem Ueberblick die einfachste Bezie-
hung zwischen den bekannten Grifsen darstellt, was meistens der Fall
seyn wird, wenn die zu suchende Grifse mit den gegebenen in irgend
einem symmetrischen Verhltnisse steht, so wurden hier die Aufgaben
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von mehreren Seiten betrachtet, und nach und nach verschiedene unbe-
kannte Grofsen, von welchen die Auflosung abhing, mit den bekannten
in Beziehung gebracht, so dafs jede Aufgube mehrere Seiten zur Aufldsung
darbot.  Wenn jedoch bei der Behandlung der vorliegenden Aufgabe die
Resultate, die sich durch Anwendung von Hiilfslinien auf einfachere Weise
finden liessen, auf eine etwas weitldufige Art gefunden sind, so geschah
dies, weil als Grundsatz festgehalten wurde, dafs bei der rechnenden
Methode alle Hilfsconstructionen :;ermiedﬂn werden sollten.
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Aufgabe 1. (Fig.1.)
Es seyen die drei Pankie a, b, ¢ gegeben; durch diese einen Kreis zu legen.
Analysis
Da der gesuchte Kreis durch die drei Punkte a, b, ¢ gehen soll, so werden
ab und ac Sehnen desselben. Sein Mittelpunkt liegt also sowohl auf dem in der

Mitte von ab iiher ab als auf dem in der Mitte von ac tiber ac errichtelen Perpen-
dikel, mithin im Durchschnitte bheider.

Determination
Die drei gegebenen Punkte dirfen nicht in einer geraden Linie liegen.
Construction (Fig. %)

In der Mitte der ab und ac errichte man iber denselben die Perpendikel do
und eo; der Punkt o, in welchem diese einander schneiden, ist der Mittelpunkt des
gesuchten Kreises.

Beweis
Zieht man oa, ob und oc, so folgt ans der Congruenz der AA aod und bod,
dafs ao=Dbo, und aus der Congruenz der A/ aoe und eoc, dals oa=oc; mithin st

ob=oa=oc. Der aus o mit ob beschriebene Kreis geht also durch die Punkte b,
a und c.

Trigonometrische Behandlung.
Analysis 1. (Fig. 3) _
Es sey o der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, also oa=ob=oc. Man ziche
ab, be, ca, und setze
oha=x,
also cho=h~—rx,

ab=C ,bc=A,




so ist (Diesterw. Trig. Lehrs. 14.)

a0*= ho*<4-C2—g0b.C.cos.x

also C*=abo . G . cos.x

folglich C =2abo. cos.x (L)
Ehen so ist A=2ho.cos.(b—x) (1L.)

mithin, wenn man die Gleichung (IL.) durch die Gleichung (I.) dividirt,
A _ cos.(b—x)

C Cos5.X

cos.bicos.x==sin.b.sin.x

COSX
—eos.h—4-sin.b.tan.x

A A
woraus sm.h.tamx:-—(-.—cas.h

i

_A—t_:os.ll.{:
C

A——cos.b.C
also tan.ax=———
C.sin.b

Construetion (Fig4)
Eliminirt man aus den Gleichungen
C.sin.h=DB.sin.c
A=C.cos.h=4B.cos.c

die Seite B, so erhilt man
A—cosh.C
cotie=———————
Csinb”
folglich ist tan.c=cot.x=cot,(R—c)
HISU I:H_—{‘-

Man errichte demnach im Punkte ¢ iiber ac das Perpendikel ce, so ist bee=x;
diesen Winkel bee trage man in b und a anf ab an, so ist der Durchschnittspunkt
o der Schenkel bo und ao der Mittelpunkt 'des gesuchten Kreises,

Beweis
Es ist oba=R—ec

nnd cab=HR—e

also oba—s=aab=2R—1c

folglich 2e=aR— [f.ﬂ}n-l-ﬂ}:jl;'-}

=Dbhoa.
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Der aus' o mit ob beschriebene Krews muls also duorch den Punkt e gehen, weil
hoa als Mittelpunktwinkel =z¢ ist.

A'nal ysas % (Fig. 30
Man selze hoa=x
coa=y
hoc—tz
be=A.ac=B, ah=C
bo=—ao—co—r.
o1t —CF
T

—I—

ar?

30 15t CO5.—

also — =1—cos.x
3

=2sin®.Ix

g ; C X
folzlich — =sin.—.
ar 2

Eben so ist -;:,»;uL1
T

2
A N
und — =sip.-.
ar 2
Daler sin.ix :sin. Iy :sin. fz—= E . E _'L
= 2T -ar ¥ar
=C 1B AL

Du nun im Aabe
C:B:A=sin.c:sin.b isin.a,
und diese drei Winkel c,b,a zusammen aR betragen, so wie die §x, Iy, 1z, weil

X=+y-+z=4R, so ist Ix=e, Zy=h, z=—a.) Denn hildet man ein A\ mit einer Seite B

und zwei anliegenden Winkeln Ix und #%, 50 werden die andern Seiten gemils der

Proportion. € und A seyn; und wenn man mit der Seite B und den beiden anlie-
genden Winkeln ¢ und a ein /\ bildet, so sind die andern Seiten chenfalls C und
A. Dieses A ist demnach dem obigen congruent, und somit
i1i=¢, Jy=b, fz=a,
Construction (Fig. b.)
In ¢ trage man an ac den Winkel ach an, mache ce=ch, und ziche he; so ist
das Abee gleichschenklich. Da nun das Ay worin der Winkel x, der =bce, auch
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ein gleichschenkliches ist, so mufs es mit jenem gleichwinklich seyn. Man trage
daher in a und h an ba den Winkel e=ebe an, so ist der Durchschnittspunkt o
der Schenkel ao und bo des gesuchten Kreises Mittelpunkt.
Beweis
boa=hce=2bca.
A,nal:.'r.is 3. (Fig.?.}
Es sey abo—y
ho=—ao=co=r
ah=C, be—A, ac=B
C

so st Cos.y——
ar

ehen so cos. (]J—}]}-—i.

cos.h.cos.y~psinb.sin.y

Da nun sin. v—} (1*_)
(4.1 (2
4r* )

A eo0s.h.C 4;|.:: lj.V.p el L
so st ;r=

2r ar

also A-.:cus.b.ﬂ-{l-c;in.h.l/ gr3—C%

mithin Si!hh.l/.p“——(_:2=.-’L—cus.h.c

daher sin?.hy{ (qr2—0C*®)

[4sin? b.2—sin2.h.C* }_”AE_,_LBEI b.C?—3A.C.cos.b

also gsin®.b.r?=A24=02(sin? b=cos®, h)—zA.C.cos.b
=A%, C.cos. b
=B2

fulglich 2sin.b.r=D

B

und somit r=—m0—n
asin.b

B
B
TEinb
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Construction (Fig 6.

In der Mitte der ac errichte man iber derselben das Perpendikel dm, und ziehe

von a aus nach diesem Perpendikel eine Linie ao, so dals aod=Dh; so ist der
Durchschnittspunkt o der Mittelpunkt des gesuchten Kreises.

Beweis
Zieht man co, so ist co=ao und doc=doa, folglich acc=2b. Der aus o mit oa
oder oe beschriebene Kreis geht also auch durch den Punkt b.

Autfgabe 2 (Fig. 7.)

Es sind zwei Punkte a, b und eine gerade Linie ed gegeben; man soll einen
3 o D
Kreis beschreiben, welcher durch die Punkte a und b gehe, und die ed berihre.

Analysis 1.
Man stelle sich vor, dals der Kreis um den Mittelpunkt o den Forderungen der
Aufgabe geniipe. Verlingert man ab bis zum Durchschnitt mit cd in g, so 1st
ge?=gh.ga.
Da nun das Rechteck gh.ga bekannt ist, so ist auch ge®, mithin der Punkt e ge-

geben, somit der Kreis selbst, indem man drei Punkte desselben kennt.

Construction (Fig 8)

Man verlingere ab his zum Durchschnittspunkt g mit der cd, beschreibe, um
die mittlere Proportionallinie zwischen gh und ga zu erhalten, iber ag einen Halh-
kreis, errichte auf ag in b das Perpendikel bh, bis zu seinem Durchschnittspunkt h
mit der Peripherie, ziehe hg, und mache ge=gh; so ist e der Derihrungspunkt in
cd, und der durch a, b und e gelegte Kreis der verlangte.

Bewels
5I12}=gh.ga.
eg?

Also berihrt die cd den Kreis hae,

Z.onsats
Es erhellet von selbst, dals es zwei _Krﬂise mit der verlangten Eigenschaft giebt.
Analysis 2 (Fig. 9)

Da ab Schne des gesuchten Kreises wird, so ficgl der Hitt-;:lpl.l.ni'\l. desselben in
dem in der Mitte von ab iber derselben errichteten Perpendikel hg. Die vorlie-
gende Aufgabe reducirt sich demnach auf folgende: Von dem Punkte b nach cinem
Punkte der Linie hg eine Linic zu ziehen, die dem von diesem Punkte auf die cd
gefullten Perpendikel gleich ist.

2

o




S e

Construectiomn, (Fig. 10.)

In einem beliehigen Punkte m der ed errichte man iiber cd ein Perpendikel,
und verlingere dasselbe bis zum Durchschnittspunkte i mit dem in der Mitte von
ab iber ab ervichteten Perpendikel hg; man ziche bg und beschreibe ans i mit im
einen Kreis, welcher die bg in den Punkten p und p° schneidet; man ziehe ip und
ip’y und duvch b Parallelen mit ip und ip’, welche die gh in o und o' durchschnei-
den, so ist sowohl o, als o' Mittelpunkt des Kreises, welcher der Aufgabe Geniige
leistet.

Beweis.

Man fille von o das Perpendikel oq auf cd, so ist

im=f-oq

also im:oq=ig: og

ferner ipgiho

also ip:ho=ig:og

mithin im:ogq==ip:bo

fc;]glic:]l 1::1:]:0.
Also hevithrt der ans o mit ob=oa beschriehene Kreis die ¢d in q. — Der Beweis
fir den zweiten Kreis ist buchstiblich derselbe.

Trigonometrische Behandlung.

Analysis 1. (Fig. 11.)

Es sey on=oh=oe=r; ferner, wenn man ub bis zum Durchschnitt mit cd in
+ verlingert
5 g

ga=m, gh=n

also bu=m—n

ge werde =x !:-,n:u:i.'.l:L, 30 lst, wenn go gezogen wird :

og? =r*-m—2mr.cos.a.
ri4xt
Nun ist aber im Aabo
(m=mn)*
o5 A= ——
2{m-—Nn}r
m—n

—

2r




amr.(m=—n)

folglich r®4-x2=r24m?
ar

=r?~-m®—m(m—n)

daher x*=m?—m(m—n)
=mn.
Diese Analysis fiibrt also wieder auf die erste geometrische Aunflosung zurick.
Analysis 2. (Fig 12)
Der Mittelpunkt o des gesuchten Kreises mufs auf dem in der Milte m von ah
ither ab errichteten Perpendikel me liegen.

Nun sey ob—oa=oi=x

me=a , ab=Db,

X
so ist, da oe=—
ﬁi"-c

e—u? =i

" sine
mo
demnach -~mo? u— )
P iiﬂ &

X T

20.% b i

sin, :'+.-'-i||“,c'

e o 20.% ¥
folglich a?—4-ih3=""""_4 yo
sin.e

=)

20.X L
— —

sin,e
col.e )
—ga.X.——x*.cot
cos.c

2a
:x.mt.cc -——x.cal.c:).
Cos.e

ac?=a1Ih=
Daher kann man die obige Gleichung in folgende Proportion verwandeln :

Zieht man nun ae, so isl

ae:x.colie=

2a
—Xx.cob.e :ae,
CO5.8

von welcher man dic beiden sufsern Glicder, so wie die Summe der heiden miti-

leren , nimlich

kennt. Folglich kann man auch xcot.e finden, und somit x
Cos.¢

selbst, :

& )'I\

o, U7
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Construction (Fig 13)
Verlingert man die Linie ab bis zum Durchschnitt mit cd in g, so ist
i

op=

ST cos.e

also ae:x.cot.e=age—x.cote:ae
Man beschreibe aus g mit ge einen Halbkreis, so ist he =age. Das Quadrat von
a¢ hat man demnach in ein Rechteck zu verwandeln, dessen Seiten-Summe eh ist.
Zu diesem DBehufe errichte man in e iiber eh das Perpendikel en=ea, und ziehe
durch n die nidkeh, welche den iber he beschriebenen Halbkreis in den Punkten i
and i schneidet (ein Schneiden mufls jedesmal Statt finden, weil en=ea=-ehd3teg ist).
Man falle von diesen Punkten i und i auf cd die Perpendikel ip und ip, welche
die em in den Punkten o und o durehschneiden, so sind o und o die Mittelpunkte
yon Kreisen, welche den Forderungen der Aufgabe geniigen.
Beweis

Es ist ae:ep=eh—ep:ae

also ep=x.cot.e

mithin x=

Nun ist aber auch

ihlglich =0p
Der aus o mit ob==oa beschrichene Kreis beruhrt also die ed in p. Der Beweis
fiir den zweiten Kreis ist derselbe.
Zusatsz
Geometrische Nachweisung.
Es st
ea?
nm‘"'-i-lneﬂ}:hp‘pc
=(eg+-gp)(eg—sp)
=eg*—gp*
=em?—mg*=—gp?

also am?=mg*=—gp?.
Zieht man go, so ist
gme=mo?=go*
=B.PQ+GP3
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daher gm®——gp? } =po?=—mo?
am?

mithin po®=am?--mo?
—
folzlich po=ao.

Analysis 3. (Fig 14.)!
Es sey aco=x,

also oce=c—x;
ao=ob=oe=r,
r

50 ist co=— .
5. (C—X)

ImAaco ist
ol SAC.T.CO5.X

ao? =02 - -
} -sin®(c—x) sin.(c—x)

r!

und 1m Ahboc
r® ahe.r.cos.x
sin.*fc-—:«:}_ sin.(c=—x)

ho? }-_—}Jc I
l.i

folglich acz—he2 = 2(an—he)neokx

sinfe—x)
R ac—+he).sin.(c—x
mithin I‘ZE J )-
2.COS.X
Nun folgt aber ans der GL (L), dafs

5 2
22C.T.C08X_ o T .
sin.{c—x) sin?(c—x)

__T2.c0s.2(e—1)

S
daher ist, wenn man statt r den oben gefundenen Werth in dieser Gleichung sub-
stitwirt:

ac(acehe)—ac?, (ac-kbe)?.cos2.(c—x)
ac.he }_ 4C08%.x

52,
mithin cos2 '(c‘—"!ﬂu
(ac-f=hc)2
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2] ac.be.cos.x
also cos.{e—x) _La__

A ] =] ac—he
£05.C.CO5X=-5IN.C.5111.%

H 2l acbe—(ac+be).cos.c].cos.x

folglich sin.c.sinx=—=
ac=hec

: tgl//au.hr—[ac-[-bc).cns.c
somt tanya——o0—»—o—orau0—mn——— ————
(ac—-bc).sin.c
Diese Formel ist eine hekannte Formel der Cntangcnln cines Winkels i cinem
Dreieck: wo die beiden Linien zwei Seiten sind, die den bekannten Winkel ein-

schliefsen.  Der dem Minuend des Zihlers gegenuberstehende Winkel ist derjenige,

dessen Cotangente g{‘.-‘.ut‘hl. wird.
Construction (Fig 15)
: 5
Man verlingere ca, und mache ae=he, so dals ce—ac-fhe. Dann suche man,
tm V:u'.hc zu erhalten, die miltlere Proportionallinie zwischen eb und ca, und

lege diese, ed, auf ed; man mache dg=cd, so ist, wenn man noch eg zieht:

CF— CE.CO5.C
col.z ? — h_
Cce.s1n.c
1::;|1.{I‘L—g‘jS
=tan.x

mithin R—g=x.

Man trage nun diesen Winkel in ¢ auf ca an, welches f'i'l,"._ﬂif!]l aufl folgende Weise

g-.*-'q:hit:hl. In d iber cg errichte man die do, so wic in h, der Mitte von ab, tber

ab die ho perpendikular, welehe sich in o schneiden. Zieht man nun noch oe, so ist
11[‘.1|=Tl-—g;

denn o ist der Mittelpunkt des Kreises, welcher durch die Punkie c,¢,g geht;

mithin :":.‘I:!"_.fjﬁ,‘:l'?(}h.

Nun 15t hco=R—coh

folglich heo=R—g.

Nun ist aher anch o der Miitclpunkt des gesuchten Kreises.

Beweils.
Legt man durch die drei Punkte b, d, a einen Kreis, so beriihrt dieser die cg
in d, weil ch.ca=cd=.
Den zweiten Kreis erhalt man aus der Construetion der andern Formel far
—2 ac.be— (acH-be).cos.c
2 e

N et R e
e {me==be),sin.c

>
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.'-ll/'.-u:.lnc:-f—{:m—l-hc],nos.ﬂ

ac=-hc).sin.e

oder —tan.x=

Man lege cg' =21 ac.be auf die Verlangerung des Schenkels des W. ¢, und ziehe
g‘c, 80 ist:
cg-}-ce.cos.c

cotep/cy = :
g Ce 51N

mn.[RLE') —tan.x

somit R—g'— R—y,
Verbindet man nun den Mittelpunkt o' des durch e, e, g gehenden Kreises mit c,
s0 wird
g =icde=co'h,

also It —g =o'ch,

daher o che—gR—x

mithin x=4R—q ch.
Wenn man dalier an ac den W, 4¢h—o'ch legt, und zwar nach derselben Richtuang
hin, wo der W. x der ersten Losung gezahlt wurde, so wird der andere Schenkel
des W. x offenbar auf die Linie co' fullen, indem der erhabene W. o'cl dem ‘W. x

gleich ist. Der Mittelpunkt des cesuchten Kreises liegt also im Punkte o,

Aufgabe 3. (Fig. 16.)

Es sind zwei Punkte a, b und ein Kreis zam Mittelpunkt ¢ gegeben; man soll
einen Kreis construiren, welcher durch a und b gehe, und den Kreis um ¢ berithre,
Analyais 1.

Man nehme an, der Kreis um o scy der der verlangte, welcher durch a und
b gehe, und den gegebenen um ¢ in h beriihre, so haben beide Kreise in dem De-
ribrungspunkte h eine gemeinschaftliche Tangente. Denkt man sich diese bis zum
Durchschnitt g mit der verlingerten ba gezogen, so ist:

gh2 =gh,gn 3

und denkt man sich noch durch g und cinen beliebigen Punkt e in der Periplerie
des gegebenen Kreises um ¢ eine gerade Linie gezogen, welche diese Peripherie
noch in einem zweiten Punkte d schneidet, (s, unten die Anmerkung) so ist auch

gh?=ge.gd
mithin gh.ﬂa=g<z._'_;d;
folglich liegen die vier Punkte a, b, e, d auf der Peripherie eines Kreises. Nimmt

man also in der Peripherie des gegebenen Kreises einen Punkt e willkihrlich an,

0y

o

Lo




und legt durch a, b, e cinen Kreis, welcher jenen noch in einem zweiten Punkte
d schneidet, so hestimmen die verlingerten Sehnen ba und ed bei ihrem Durch-
schnitt den Punkt g, aus welchem die Tangente an den gegebenen Kreis, diesen in
demjenigen Punkie trifft, welcher der Berithrungspunkt des gegebenen Kreises mit

(lqﬂn r:,'j'lil.l]"_;l{!ll “'il‘ti.

Construction (Fig 16.)

Man nehme den Punkt ¢ in der Peripherie des gegebenen Kreises belichig an,
lege durch a, b und e cinen Kreis, welcher jenen noch in einem zweiten Punkte
d schneidet, ziehe ba und ed, verlingere diese bis zu ihrem Durchschnitt in g, und
ziehe von g an den gegebenen Kreis die Tangenten ah, gh', so ist sowohl der durch

a, b und h, als auch der durch a, b und I’ gelegte Kuveis der verlangte.

Beweis

Es ist ge.gd=gh.ga.

Nun ist aber ge.gd=gh?

folglich gh.ga=gh*.
Es ist also aunch gh Tangente des Kreises durch a, b, h., Beide Kreise haben dem-
pach in h eine gemeinschaftliche Tangente, d. i. sie berithren sich in b, Der Be-
weis fir den andern Kreis ist der nimliche.
Anmerkung Hat man den Punkt e zufallig so gewihlt, dafs der durch a
L und e gelegte Kreis den gegebenen berithrt, so ist er selbst der eine verlangte.
Sollte aber e so angenommen seyn, dals eddfab wird, so bestimmt die auf der Mitte
von ed oder ab errichtete Senkrechte in ihren Durchschnittspunkten mit der Peri-

pherie des gegebenen Kreises die gesuchten Berihrungspunkte h and b'.

Analysis 2. (Fig 17.)

Geselzt der Kreis um m sey der verlangte, h der Berithrungspunkt mit dem
gegebenen.  Zieht man ah, bh, verlangert dieselben, bis sie die Peripherie des geg.
Kyeises in £ und e treffen, und verbindet man e mit f durch eine gerade Linie, so
ist efffalb, Denn der Winkel b=gha=ihf=e, wenn gi die Tangente beider Kreise
in h ist. Die Aufgabe ist demnach aunf folgende reducirt: Einen Punkt h auf der
Peripherie des Kreises um ¢ zu finden, so dafs, wenn man ah und bh zieht, diese
bis zum Durchschnitt mit der Peripherie in f und e verlangert, und ef zieht, diese
der ab parallel ist. Die Auflosung dieser Aufgabe ergiebt sich aber leicht durch
folgende Betrachtung., Denkt man sich namlich in f an den geg. Kreis eine Tan-
gente gezogen, und diese his zam Durchschnitt mit der ab in d verlangert, so ist

afd=e=h;




— 13—

Da nun anch a=a

so ist Aafldwe Aahb

also ab:ah=af:ad,
VYon dieser Proportion kennt man das erste Glied and das Rechteck der beiden
mittleren Glieder (es ist ein constantes); folglich ist ad, daher der Punktd, also die
Lage der Tangente df, der Punkt f, somit auch der Punkt h gegeben.

Constrnction (Fig. 18.)

Von a aus ziehe man die am durch den Kreis, welche die Peripherie desselben
in den beiden Punkten m und n schneidet; man lege durch die drei Punkte n, m
und b einen Kreis, welcher die durch ab gezogene Linie in d durchschneidet; als-
dann ziehe man aus d Tangenten df, df’ an den geg. Kreis, und von a nach f und
durch f° gerade Linien, welche dem geg. Kreise in h und K hegegnen, so wird
sowohl der durch a, b und h, als auch der durch a, b und K gelegte Kreis den
Forderungen der Aufgabe geniigen.

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus der vorangehenden Untersuchung. Den
Punkt-h kann man iibrigens noch auf eine andere Art finden, wie die folgende Be-
trachtung lehrt,

Acnasl pisii-y - % (Fig. 19.)
Wenn wicderum efkab ist,
so ist ah:af=bh:he

also auch ah?:ah.af=Dbh?:bh.he.
Zieht man aber von a und b Tangenten ad und bg an den geg. Kreis, so ist
ad?=ah.af
und bg®*=bh.be

daher ah? :adz=hh? +hg?

mithin ah :ad=bh:bg

oder ah:bh=ad :bg.
Die Aufgabe ist demnach auf folgende reducirt: In der Peripherie des gegebenen
Kreises einen Punkt h zu finden, so dafs die von a und b nach ihm gezogenen
Linien sich wie die Tangenten ad und bg verhalten.

Es lafst sich aber sehr leicht ein Kreis beschreiben, dessen Punkte die Eigen-

schaft haben, dafs die von a und b nach ihnen gezogenen Linien immer dasselbe
Verhiiltnifs, hier das der Tangenten haben. Die Durchsehnittspunkte desselben mit
dem gegebenen Kreise geben die gesuchten Berithrungspunkte h und V.

3
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Trigonometrische Auflésung,
Analysis (Fig. 20.)

Es seyen m und n dic heiden gegebenen Punkte, o der Mittelpunkt des gege-
benen, p der des gesuchten Kreises. Man ziehe po, welche den Kreis um o in g
schneidet, und pm, pn, so erfordert die Losung der Aufgabe, dafs pI=pn=pq.

Man hezeichne

pm=pn=pq mit p
oq mit r
omn mit ¥
pmn mit x
om mit a, mn mit b.

Im Aomp ist nun
po? =§mu‘“~{-u1p’-—-2mu.:np.cus.0mp

(ogq=pq)*® a®==pi=3gap.cos.(y—x).
(r-f-g)*
12t {210
Daher ri-erg=a®—aag.cos,(y—ij; ([.)

ferner ist im /\pmn
pu?j = {mn?-4-pm?—amn.pm.cos.pmn
o h24-p*—2lh.p.cos.x

daher zh.p.cosax=h?

Diesen Werth von p in der obigen Gleichung (I.) substituirt, giebt
:h 5 a.h.cos.(y—x)

COs5.X CO5.X

_ mithin rz.[‘a}:i.‘x-|-.1'.h.=u=.uns.x—u.h.l‘:c.ls.[_';-'—x;l
=a?.cos.x—a.h,cos.9.c08, x—a.b.sing.sinx

also r.b=(a*—r*—a.b.cos.y).cos.x—a.h.sin.y.sin.x

3 r.h a.b.sin,
folalich — =C05.X— it
af=—rf—a.b.cosy a®—r?—a.b.cos.y

5111,X.
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Drickt man nun den Coclficienten von sin.x durch tan.A aus, so ist

r.h :
=03 Xx—tan.l.sin.x
2 S 2 b cOBy

5111,

=C05.X=— T

CO5-A

o r.b.cos.A . :
mithin - = CO05:X.C08.A—511,X.510,4
a*—r?—a.b.cos.y

=005, (x=j=i).

Folglich ist der W, x hekannt.
Constructtion. (Fl’g. 21.)

Zuvorderst muls der Winkel 4 bestimmt werden.
Vermoge der Analysis ist

a. h.sin.y
tan.A= i
at—r2—a.b.cos.y
e a.sin.y
as__r2
— 0.COS.}.

b
Verlingert man nun die Linie mo bis zum Durchschnitt mit dem Kreise in d, so isl
a?—r?=(a~r)(a—r)j=md.mc ;
und legt man durch die drei Punkte d, ¢ und n einen Kreis, welcher die mn in e
schneidet, so ist

me.md
me=

mn
aEiye

b

5 asings
also tanJd=— /4

me—:i1.Co5.%

om.sin.cmn

me—mo,cos.cmn
Man fille von o auf mn das Perpendikel og, so ist
Og=0m.sin.cmn ;

ferner mg—om.cos.cmn

also mc—-mg}mm—o M. C05.CImn.

g

L




Daher tan.h="28
ge
=tan.oeg,
wenn man oe zieht;

also oeg=i

r.h.cos.oeg

folglich cos.(x=joeg)=

a?—r? —ab.cosy

r.cos.0eg

Il

P
h
__I.cos.0eg
ge
r

ge
CO5. 08

—C05. 088

=

r

oe’

Wenn man aber von e die Tangente ch an den Kreis um o, und oh zieht, so ist

och r

cos. hoeeme——_ —

oe oe
=cos(x-oeg)

also hoe=x-4-oveg

mithin x=hoe—oeg.
Fallt man endlich aus m das Perdendikel ms auf he, welches die oe in q schneidet,

so ist hoe=sqe

also x=sqe—oeg
=(me.
So also ist der gesuchte Winkel gefunden. Der Mittelpunkt des verlangten Kreises
liegt demnach im Durchschnittspunkte p der ms mit dem auf mn in der Mitte er-
richteten Perpendikel. Der ans p mit pm=pn beschrichene Kreis wird den gege-

henen berithren.

Beweis
Man ziche mh, welche den Kreis um o in t schneidet, ferner to, tp, tn, pn,
so ist mt.mh=mc.md

=mn.me.




Mithin liegen die vier Punkte h, t, n, e auf der Peripherie eines Kreises, also
hen--hin=2R,
auch ist min4-hin=:2R

folglich hen=mtn.
Da aber scmg:mpr

hen§ =rpn

50 ist mpn=zhen
=2mtn.
Der Punkt t ist also auch ein Punkt in der Peripherie des aus p mit pm heschrig-
benen Kreises

daher pm=pt

mithin ptm=pmt
=oht
=hto.
Non ist aber mth eine gerade Linie, folglich auch otp. Daher berithrt der aus p
mit pm beschrichene Kreis den gegebenen in t.
Die vorhin aufgefundene Formel bietet auch noch einen zweiten Kreis dar,

welcher auf eine ganz ahnliche Weise, wie der erste gefunden wird,

Es war namlich tan.A=tan.oen;

mithin ist 4 sowohl =oen
als auch =oen—2aR.

Zicht man nun aus e an den gegebenen Kreis die zweite Tangente el, so ist
cos.(x~oen—z2R)=cos ' oe

=cos.(—h oe)

also x4~oen—2R=—h'o¢

folglich x=2R—h'oce—aen.

Man falle aus m auf e’ das Perpendikel ms, welches die eo in g trifft, so ist

mq e=h'oe

also x=2R =mq'e—oen
=g'me.
Der Durchschnittspunkt p' der mq mit dem auf mo in der Mitte errichteten Per-
pendikel ist also der Mittelpunkt des verlangten Kreises; der aus p mit pm be-

,:'1
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schrichene Kreis geht durch die Punkte m und n, und wird den gegebenen he-
rithren,

Der Gang des Beweises ist genau derselbe, wie derjenige des obigen.

Aufgabe 4 (Fig. 22.)
Es sind zwei gerade Linien ab, ab und ein Pankt p gegeben; einen Kreis zu
heschreiben, welcher durch diesen Punkt geht, und die beiden gegebenen geraden

Linien berihrt.

Analysis

Da ab, ac Derithrende an den zu suchenden Kreis werden sollen, so liegt der
Mittelpunkt desselben auf der den Winkel bac halbirenden Linie ae. Diese ae he-
stimmt also die Lage des Durchmessers, Da nun der Kreis durch p gehen soll, so
mufs auch, wenn man von p auf ao das Perpendikel pf fallt, und um fg=pf verlin-
gert, g ein Punkt in der Peripherie desselben werden, Somit ist die Aufgabe auf
die vorige reducirt. Man braucht nimlich nur einen Kreis zu ziehen, welcher durch
die beiden Punkte p und g geht und die eine der Linien ah, ac herithrt: er be-
rithrt dann auch offenbar die andere.

Fs erhellet von selbst, dals es wiederum zwei Kreise gicht, welche den Forde-

rungen der Aufgabe geniigen.

Trigonometrische Behandlung.

Analysis 1. (Fig 23)
Es sey o der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, also op=oe=od. Man setze
op=od=oe=yx, bezeichne den Winkel bac mit @, den Winkel pab mit 8, die ap

mit g, so ist

3 X
sin.dao
i :
i
sin.oae

also sin.dao=sin.oae

mithin cae=la

—e

b 4
daher op————
SIDLE0




¢ =

Im Apao ist
po?=pa’~-ao?=—2pu.a0.cos.pao
x2

X
oder x*=q?~-- — — 2(— ,C05.pao.
5105k 5;|j.;u

Driickt man nun pao=3u—fg durch y aus, so ist also

¢ 2
XE=q® - —2(— LOSY
sin®.fe S0
“n's i x? 2(].X.CO5.y
mithin g*=x2— . -
sin®. 5 S10.5 06

__2(.x.co5y X%.C08.%ju

sim. Lee sin®. je
2(.co5.y X.Co8°%.ju
=% e Tl LT
SH. et sin®. L

_ 2q.cossy xcost.iu

i

folglich q:x —
510,50 SLIN o i

Cos.Xet,

Multiplicirt man in dieser Proportion das eine mittlere Glied mit und divi-

sim, gt
cos. L

dirt das andere durch » 50 erhalt man:

sl g

o B cot,Foex: (.

g cotifax=
COS. 50

In dieser Proportion kennt man die Summe der beiden mittleren Glieder und die
beiden aulseren; folglich sind auch alle einzelnen Glieder, somit x hekannt.

Construction (Fig. 24)

Man halbire :hm gEgﬂ].’rCIICII Winkel & dureh 1l'ic :11;, und fhille von P auf die-
selbe das Perpendikel pf, welches verlangert die ac in g trifft, so ist
ﬂg= ﬂi; 5
cos.la

Da aber af=q.cos.y

. J.C05.5
50 15t ag_—._]_:f
chs. g

mithin’ ap :x.cot.jz=nag—cot.Ze.x: ap.
Man beschreibe aus g mit ga einen Kreis, so wird ah=aga; man errichte in a auf
ah das Perpendikel ai=ap, ziehe durch i die imdfac, welche den aus g heschrie-

o
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benen Kreis in m schneidet (vgl. die Anm.), und fille von m auf ac die Senkrechte
mn, welche verlingert die ak in o trifft, so ist:
min:a "=||]] rmn

oder ap:an=gzag—an:ap

also an=x.cot.le

mithin no=x.
Macht man nun noch fs=fp,
so wird der durch n, p, 5 gelegte Kreis der verlangte seyn; sein Mittelpunkt ist o.

Bewels

=(ag—gn)(ag-tgn)

:ng*—gn“

mn?)=an.nh
ap®

also gn? =ag*—ap?®
=lg~-af*—(pf*=faf?)
=(fg-pf)(fg—pf)
=pa(fg—pf)
=pg.(fs—15)
=1]g:gj!'.
Also beriithrt 'gn den durch p, s und n gelegten Kreis; da aber der W. fab=fac
ist, so ist auch ab eine Tangente an denselben.
Anmerkung Eine Determination findet hei der hier angenommenen Lage
des Punktes p nicht Statt, weil die Parallele im den Kreis nothwendig schneidet.
Denn fp<fg

also ap} <ag.
ai}
Wie man demnach den zweiien Kreis erhalt, der die verlangte Eigenschaft besitzt,
erhellet von selbst.
Analysis 2 (Fig. 23)
Es sey der W. apo=x
oad=one=Lla

oap=F
od=—op=oe;
: od

s0 15t oa=

sineo
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5; ||
«310
ferner ua='?E‘_'x
sin.§ £
mithin 5 i
SIM. et sin.3
___ud.sin.x d
sin. 3 !
I 11X E
daher = ———
siie  sing
; : sim.
folglich sm.w:? "B
sin.Ze
Construction (Fig. '25.)
Man ziche durch den Punkt p die pgikak, der Halbirungslinie des W. bhac,
welche die ab in g trifft, so ist
ap : ga==sin.agp:sin.gpa i
=sin.gak :sin.pak
=sin.fe: sin, 3
A il f:m"d ==sin.x,
ap . sz
Beschreibt man nun fiber pa einen Halbkreis, und triigt von a aus ah=ag als Sehne
in denselben, so wird, wenn man-hp-zieht, hpa der verlangte Winkel seyn: demn
11 i ’ =,
sin.hpu=1—l: 8 _inx :
ap ap
_ also hpa=x.
Folglich ist der Durchschnittspunkt o der hp mit der ak der Mittelpunkt des ver-
langten Kreises.
Bewes.
Man fale von o anf ab das Perpendikel od, verlimgere auch die hp bis zom
Durchschnitt mit ab in m, so ist
mo : do=ma: ah
=nlﬂ:ii{_', 5
=mo: po
l)')
folglich dos=spo.. i
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Also berithrt der aus o mit op heschricheme Kreis die ab, so wie die ac, da hao=
cao ist.

Der Mittelpunkt des andern Kreises, welcher den Forderungen der Aufgabe ent-
spricht, wird auf dieselbe Art gefunden, Legt man nimlich ah'=ag als Sehne in
den andern iiber ap beschriebenen Halbkreis, und zieht h'p, welche verlingert die
ak in o schneidet, so ist o' der gesuchte Mittelpunkt.

Z'usate (Fig 26.)

Die Formel

sim. g

Sin.X==~
Sill.Ees

Tilst sich auch noch auf eine andere Art constrmiren.
Fillt man von einem beliebigen Punkte m, der den. Winkel « halbirenden Linie
ak einen Perpendikel mn auf ab, so ist
mn

5,?:1_,‘_’,(,(:_
B

5 i'l'l'l'l-!'si"_]'i
alsosina==

mn
Beschreibt man ferner aus-m mit mn einen Krc‘:shnglm, welcher die ap in q schnei-
det, so ist, wenn noch mg gezogen wird, in dem Aamq
mt;} :am=sin.J : sin.aqm

mn

e am.sin g
mithin sin.aqm=

mnm

=5iX

also agm=zx.

Zieht man nun durch p die poikmq, welche der ak in o begegnet, so ist o der
Mittelpunkt des gesuchten Kreises. =
B e"wei‘s
Man fille’ von, o das Perpendikel jog auf ab;; so. ist

mn : 0g==am: ae
=m{:op

mithin og=op.
Es ist von selbst klar, wie man den zweiten Kreis erhalt,
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